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1. Introduccion



1. Introduccién

e En el tema anterior se han estudiado medidas y graficos para
describir una dnica variable.

e Sin embargo, cuando se llevan a cabo estudios empresariales y
econémicos, se dispone de informacién relativa a distintas variables.

e En este caso no sélo es necesario describir cada una de las variables
por separado sino detectar posibles relaciones entre las variables
aprovechando la informacién conjunta disponible.

e Este tema se centra en la descripcién de las relaciones entre dos
variables.



1. Introduccién

Ejemplos:
e ;Cémo varia la mortalidad infantil en los paises en vias de
desarrollo cuando aumenta la renta per capita?
e ;Cémo aumenta la publicidad las ventas?
e ;Cuanto varia la cantidad vendida cuando varia el precio?

e Etc.



2. Distribucion conjunta de
frecuencias



2. Distribucion conjunta de frecuencias

e Para resumir la informacién de dos variables X e Y, vamos a
utilizar lo que se denomina en la literatura tablas de doble
entrada o tablas de contingencia.

e La tabla tendrd tantas filas (r) como respuestas posibles tenga
Xy tantas columnas (c) como respuestas posibles tenga Y.

e En el caso de que alguna de las variables sea continua, los
datos se agruparan en intervalos, seglin se vio en temas

anteriores.

e La combinacién de respuestas posibles de las dos variables
determina las celdas de la tabla y en ellas se enumera el
nimero de observaciones correspondientes a las dos variables
conjuntamente:

e f;j representara la frecuencia absoluta de las respuestas x; e y;
de las variables X e Y, respectivamente



2. Distribucion conjunta de frecuencias

Representacién de la tabla de doble entrada

XY [y Ly | ye |
X1 fi1 | fi2 flc
X2 hi| ho f.c
Xy fe1 | fr2 fr.c




2. Distribucion conjunta de frecuencias

Ejemplo - X e Y variables cuaIitativasI

El medallero de los Juegos Olimpicos de Barcelona 1992 de los
paises que obtuvieron mas de 30 medallas fue el siguiente:

’ Paises / Medallas ’ Oro ‘ Plata ‘ Bronce ‘

Estados Unificados | 45 35 29
Estados Unidos 37 34 37

Alemania 33 | 21 28
China 16 | 22 16
Cuba 14 |6 11




2. Distribucion conjunta de frecuencias

Ejemplo - X variable cuantitativa e Y variable cualitativa .

En la siguiente tabla se indica la edad (en afios) de 20 nifios junto con su conducta
agresiva (evaluada en una escala de 0 a 5):

CA.
6 1
6,4 0
5 3
4,3 4
6,5 2
7 3
3 5
7 0
7.4 0

7.8 3

2
1
3
2
2
4
3
1
1
1

10

8,2
8,5
9,1
8,9
583
4
6
7.2
9,3




2. Distribucion conjunta de frecuencias

La tabla de doble entrada que resume estos datos seria:

Edad/C. Agresiva || 0|1 |2 |3 |45
[2, 4] 1
[4, 6] 2|2
[6, 8] 331
[8, 10] 2|3




2. Distribucion conjunta de frecuencias

Ejemplo - X e Y variables cuantitativas '

Un estudio nutricional sobre una muestra de 20 jévenes revela los siguientes datos
sobre su estatura y su peso.

Estatura 164 | 175 | 165 | 170 | 178 | 157 | 167 | 172 | 177 | 160
Peso 53 62 48 60 52 63 54 60 55 70

Estatura 168 | 160 | 164 | 174 | 170 | 182 | 161 | 171 | 173 | 193
Peso 63 51 50 80 65 63 60 62 63 86
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2. Distribucion conjunta de frecuencias

La tabla de doble entrada que resume estos datos seria:

Estatura/Peso || [45, 55[ | [55, 65[ | [65, 75[ | [75, 85[ | [85, 95]
[150, 160] 1

[160, 170] 4 1 1

[170, 180] 1 4 1

[180, 190] 1

[190, 200] 1
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3. Distribucién marginal



3. Distribuciéon marginal

e Como hemos visto anteriormente, cada una de las variables
tiene su propia distribucion.

e En el caso de dos variables, cada una con su distribucién,
pueden calcularse a partir de la distribucién conjunta sumando

por filas y por columnas para obtener las distribuciones

marginales.

e Es decir, f; = Zle f; j representa la distribucién marginal de
la variable X'y f; = Zle f; j representa la distribucién
marginal de la variable Y.

12



3. Distribuciéon marginal

Calculemos las distribuciones marginales de las variables del ejemplo
anterior:

Estatura/Peso || [45, 55[ | [55, 65[ | [65, 75[ | [75, 85[ | [85, 95[ | fi
[150, 160] 1 1
[160, 170] 4 1 11
[170, 180] 1 4 1 6
[180, 190] 1 1
[190, 200] 1 1

| £ | 6 10 2 1 1 | 20 |
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4. Distribucion condicionadas




4. Distribucion condicionadas

e Una distribuciéon condicionada nos permite conocer el tanto
por ciento de los valores de una variable condicionada a una
respuesta concreta de la otra variable.

e La expresién de la frecuencia condicionada en tantos por
ciento es:
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4. Distribucion condicionadas

Consideremos la clasificacion de 20 alumnos segtin su color de pelo

Y Su sexo:

Sexo/Pelo || Moreno | Castafio | Rubio | f;

Chica 5 2 4 11
Chico 4 5 9
6 [o 7 (4 [20]

15



4. Distribucion condicionadas

e La pregunta, jqué tanto por ciento de los alumnos de pelo
moreno son chicas? corresponde a una pregunta sobre una
distribucién condicionada.

e La condicién en este caso es ser moreno, de tal forma que nos
restringimos a la primera columna de la tabla en la que

participan 9 alumnos y calculamos:
5

f chica|morena

e Es decir, del total de alumnos morenos, el 56 % son chicas.
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5. Diagrama de dispersion




5. Diagrama de dispersion

e La distribucién conjunta de dos variables puede expresarse graficamente
mediante un diagrama de dispersion.

e Este diagrama se construye representando cada elemento observado por un
punto en el plano de manera que sus coordenadas sobre los dos ejes cartesianos
sean los valores que toman las dos variables en ese elemento.

e Este grafico proporciona una buena descripcion de la relacion entre las dos
variables.

e También es capaz de caracterizar varios aspectos de las variables que lo
componen, como el rango en que varia cada una de las variables, la posible
asociacién de los datos y una indicacién de los casos atipicos.

e En este tipo de graficos puede ocurrir que dos o mas individuos tengan valores
idénticos. En este caso, se podria mover minimamente alguno de los dos datos
para que aparezcan ligeramente separados los distintos puntos que realmente
existen, ya que en este caso se solaparian y el ordenador los representaria como
si fuesen solo uno.
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5. Diagrama de dispersion

Asociacién lineal positiva.

Ejemplo 1
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Como vemos, cuando aumenta el valor de la variable X, también
aumenta el valor de la variable Y. Ademas, los puntos tienden a colocarse
siguiendo una linea, por lo que se dice que ambas variables tienen una

relacion lineal positiva.
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5. Diagrama de dispersion

Asociacién lineal negativa.

Ejemplo 2

En este ejemplo los puntos también se disponen de forma lineal, pero,
esta vez, cuando X aumenta, Y disminuye, por lo que se dice que las
variables tienen una relacién lineal negativa.
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5. Diagrama de dispersion

Ausencia de asociacion .

Ejemplo 3

20 30 40 50

e La nube de puntos del tercer ejemplo no muestra ninguna tendencia
entre las dos variables.

e Decimos, entonces, que las variables son independientes y que el
conocimiento de una de ellas no proporciona informacién sobre el

valor de la otra.
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5. Diagrama de dispersion

Asociacién no IineaI'

Ejemplo 4
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En este dltimo ejemplo se observa que las variables estan relacionadas
pero esta relacién no es lineal.
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6. Covarianza




6. Covarianza

e La covarianza es una medida de asociacién lineal que resume

la informacién existente en un gréafico de dispersién.
e Mide el sentido de la relacién lineal.

e Un valor positivo de la covarianza indica una relacién lineal
directa o creciente, es decir cuando los valores de una variable
crecen los valores de la otra variable también crecen y

viceversa.

e Un valor negativo indica una relacién lineal inversa o
decreciente, es decir si una variable crece la otra decrece y
viceversa.

e Un valor nulo (covarianza nula) indica que las variables son
estadisticamente independientes linealmente.
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6. Covarianza

La covarianza se formula mediante la siguiente expresion:

n

cov(X,Y) = Sxy = S (iR (i—)

n
En la formula anterior, x; e y; son los valores observados de las

variables X e Y, X e y son las medias y n es el tamano de la
muestra.

23



7. Coeficiente de correlacion




7. Coeficiente de correlacion

e El coeficiente de correlacién (r) o de Pearson mide la direccién y la magnitud
de la asociacién entre dos variables cuantitativas.

e Nos da una medida estandarizada de la relacién lineal entre dos variables.
e Indica tanto el sentido como el grado de relacién.
e Es el mas utilizado!.

e Se trata de un indice que mide lo bien que se ajustan los puntos a una linea
recta ideal (se dice que existen relacién lineal si |r| > %)

e r solo detecta asociaciones lineales.

e Es un método estadistico paramétrico, ya que utiliza la media, la varianza, etc.,
de modo que requiere criterios de normalidad para las variables analizadas.

e No varia ante los cambios de origen y/o escala.

e El coeficiente de correlaciéon es adimensional y varia entre —1 y +1.

Existe el coeficiente de correlacién no paramétrico de Spearman (rho), que se utiliza
en aquellos casos en los que las variables examinadas no cumplen necesariamente
criterios de normalidad o bien cuando las variables son ordinales.
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7. Coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacién se formula mediante la siguiente

expresion:
r'= 355y
En la expresion anterior, Sxy es la covarianza entre las dos variables

y SxSy son las desviaciones tipicas muestrales de X e Y, respecti-

vamente.
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7. Coeficiente de correlacion

Interpretacién del resultado:

e Cuanto mas cerca se encuentra r de +1, mas cerca se encuentran los datos de
alinearse sobre una recta ascendente que indica una relacion lineal positiva.

e Cuanto mas cerca se encuentra r de —1 mas cerca se encuentran los datos de
alinearse sobre una recta descendente que indica una relacion lineal negativa.

e Cuando r = 0, no existe ninguna relacién lineal entre X e Y, pero eso no quiere
decir necesariamente que no exista ningtn tipo de relacién entre las variables.

Correlacion Correlacién
negativa No hay positiva
perfecta correlacion perfecta

Correlacién  Correlacion  Correlacién Correlacion  Correlacién  Correlacion
negativa negativa negativa positiva positiva positiva
fuerte moderada débil débil moderada fuerte
| |
-1.00 -0.50 0 0.50 1.00

«——— Correlacién negativa ———————+————— Correlacién positva ———
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7. Coeficiente de correlacion

Ejemplos graficos I

Ingreso
(miles de ddlares)

No hay correlacién entre
elingreso y el nimero
de hijos

40
-1012 34586
Ndmero de hijos

Cantidad

Correlacién negativa débil
entre precio y cantidad

200 250 300 350
Precio

Calificacion

Correlacién positiva fuerte
entre horas estudiadas
y calificacion
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7. Ejemplo

Foxconn, empresa que manufactura productos tecnoldgicos, desea estudiar la relacién
entre el nimero de trabajadores (X) y el nimero de productos producidos (Y) en su
planta de Taiwan. La empresa ha tomado una muestra aleatoria de 10 horas de
produccién. En la tabla se muestran las observaciones recogidas. Analiza brevemente
la relacién entre el niimero de trabajadores y el nimero de mesas producidas por hora:

Xi i (xi—%) | i —=%)2 | (vi—y) | i—¥)? | (i —=X)(vi —¥)
12 20 -9.3 86.49 -21.2 449 .44 197.16
30 60 8.7 75.69 18.8 353.44 163.56
15 27 -6.3 39.69 -14.2 201.64 89.46
24 50 2.7 7.29 8.8 77.44 23.76
14 21 -7.3 53.29 -20.2 408.04 147.46
18 30 -3.3 10.89 -11.2 125.44 36.96
28 61 6.7 44 .89 19.8 392.04 132.66
26 54 4.7 22.09 12.8 163.84 60.16
19 32 -2.3 5.29 -9.2 84.64 21.16
27 57 5.7 32.49 15.8 249.64 90.06
213 | 412 378.1 2505.6 962.4
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7. Ejemplo

Sxy = Z":l(x"f)(yﬁy) = %824 — 96,24 (asociacién lineal positiva)

Sy 10693
=35y = Jao1y/284 0,989

10,089 > —2- =2 0,64

8l

Llegamos a la conclusion de que existe una estrecha relacién positiva
entre el nimero de trabajadores y el niimero de mesas producidas
por hora.

29



7. Reflexiones

Correlacién y heterogeneidad '

e Cuando se estudia la relacién entre dos variables es importante asegurarse de que los elementos estudiados
son homogéneos respecto a dichas variables.

e Por ejemplo, la figura que pongo mas abajo presenta dos casos frecuentes de heterogeneidad.

e En el ejemplo 1 hay un dato atipico o discordante con el resto, que modifica el signo de correlacién. Puede
comprobarse que si el punto con coordenadas (6,1) del ejemplo 1 no existiese, el coeficiente de correlacién
seria positivo, mientras que su presencia hace la correlacién negativa.

e Ante una situacién de este estilo conviene asegurarse de que
1. No se ha cometido un error de medida o de transcripcién del dato.
2. El elemento de la poblacién al que le corresponde el dato atipico es homogéneo con respecto a los
demas.
e Si existe un error de medida conviene eliminar el dato y si el elemento es distinto de los demas por
alguna razén objetiva conviene también suprimirlo del calculo del coeficiente de correlacién.

T2 o3 o4 s o6 2 4 6 8 w0

Efomplo 1 Eamplo2
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7. Reflexiones

e En el ejemplo 2 de la figura que pongo abajo se muestra otro caso de
heterogeneidad.

e En este caso el grafico indica que la relacién entre las variables es distinta para
los elementos de las dos zonas de puntos y si calculamos un coeficiente de
correlacién para todos los datos obtendremos un valor muy pequefio.

e Sin embargo, si obtenemos los coeficientes para los dos grupos de puntos
separadamente, encontraremos que dentro de cada grupo hay una relacién
fuerte.

T2 o3 4 s o6 2 4 6 8 w0

Efomplo 1 Eamplo2
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7. Reflexiones

e La conclusién fundamental de este anélisis es que un
coeficiente de correlacidn es el resumen de la relacién presente
en el grafico de dispersion.

e Conviene, pues, asegurarse mirando este grafico que el
coeficiente es un buen resumen del mismo.

e Tratar de interpretar un coeficiente de correlacién sin haber
visto previamente el grafico de las variables puede ser
peligroso.
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7. Reflexiones

Correlacién y causalidad .

e Hemos visto que un coeficiente de correlacién alto entre dos variables indica que
los elementos observados toman valores relacionados entre si, pero no permite
concluir la existencia de ninguna relacién de causalidad de una variable respecto
de otra.

e Por ejemplo, si relacionamos el niimero de matrimonios mensuales en una
ciudad y la temperatura media mensual registrada, el coeficiente de correlacion
entre ambas es muy alto.

e Sin embargo, es obvio que no existe una relacién causal entre ambas variables.

e Ni es probable que un aumento de los matrimonios eleve la temperatura media
del mes, ni es esperable que una ola de calor cause una avalancha de

matrimonios.

e La razén del alto coeficiente de correlacién es que los matrimonios tienden a
producirse en verano, ya que de esta manera las parejas pueden aprovechar sus
vacaciones para tener mas tiempo en el inicio de su vida en comdn.

e Este tipo de correlaciones se denomina correlaciones espurias y se deben al
efecto de otra variable (las vacaciones veraniegas) que al tener una relacién de
dependencia con las variables que observamos (matrimonio y temperatura) crea

la relacién entre ellas.
33



7. Reflexiones

e Por otra parte, si no encontramos correlacién entre dos variables tampoco
podemos deducir que no exista relacién lineal entre ellas.

e En primer lugar, si las observaciones tienen un rango de variacién pequefio y
existen otros factores que producen variabilidad es posible que no veamos
causalidad aunque exista.

e Por ejemplo, consideremos la relacién entre el tamafio de un apartamento y su
precio de alquiler en un conjunto de pisos de una gran ciudad. Supongamos que
tomamos una muestra de pisos entre 80 y 100m?. Como el tamafio de estos
pisos es bastante homogéneo, su precio dependera de su localizacién y de otros
factores. En consecuencia, el coeficiente de correlacién entre precio y tamafio
serd pequefio. Sin embargo no podemos concluir que el tamafio del piso no
influye en su precio. Si tomasemos una muestra que incluyese pisos pequefios y
grandes, la relacién entre estas dos variables apareceria claramente.
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8. Analisis de regresion




8. Andlisis de regresion

e El analisis de regresion es otro método para examinar una relacion lineal entre
dos variables, es decir, una variable en funcién de otra variable.

e La variable que se estima es la variable dependiente (o enddgena). La
Ilamaremos ‘'Y

e La variable utilizada para hacer la estimacién o predecir el valor es la variable
independiente (o exdgena). La llamaremos ‘X"

e La relacién entre las variables es lineal.
e La variable dependiente (‘Y") ocupa siempre el eje de ordenadas (eje vertical)
e La variable independiente (‘X’) ocupa el eje de abscisas (eje horizontal).

e Tanto la variable independiente como la dependiente deben ser escala de
intervalo o razén.

e Proporciona mucha mas informacion al expresar la relacién lineal entre dos
variables en forma de ecuacién.
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8. Andlisis de regresion

Principio de los minimos cuadrados '

e Por definicién, el principio de los minimos cuadrados es un procedimiento
matematico que emplea datos para ubicar una linea con la finalidad de
minimizar la suma de los cuadrados de las distancias verticales entre los valores

reales y Y y los que se pronostican.

En otras palabras, nuestro objetivo es utilizar los datos para posicionar una linea

que represente mejor la relacién entre dos variables (comiinmente se conoce

como recta del "mejor ajuste”.

la linea.

Copiadoras vendidas (y)

Copiadoras vendidas (y)

El primer enfoque es usar un diagrama de dispersién para posicionar visualmente

Linea A

. . L
0 50 100 150
Llamadas de ventas (x)

L L L ;
50 100 150 200

Llamadas de ventas (x)
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8. Andlisis de regresion

Forma general de la ecuacién de regresién lineal

y=a+ bx

donde,

e ¥ es el valor de la estimacién de la variable y para el valor x seleccionado.

e aes la ordenada al origen. Es el valor estimado de Y cuando x = 0. En otras

palabras, a es el valor estimado de y donde la recta de regresién cruza el eje Y
cuando x es cero;

e b es la pendiente de la recta, o el cambio promedio en y por cada cambio de
una unidad (ya sea aumento o reduccién) de la variable independiente x.

e x es cualquier valor de la variable independiente que se seleccione.

El propésito de un andlisis de regresion es calcular los valores de a y b para desarrollar
una ecuacién lineal que se ajuste mejor a los datos.
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8. Andlisis de regresion

Hay que tener en cuenta otro concepto, que es error de
prediccidn o residuo de la recta, que es el error al predecir cada
uno de los valores observados de la variable dependiente y.

residuo = error de prediccibn = valor observado — valor de la recta
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8. Andlisis de regresion

La recta se calcula imponiendo la condicién de que el error
promedio, definido como la raiz cuadrada de la suma de los
cuadrados de los errores al prever cada punto con la recta, sea
minimo. Este criterio se denomina minimos cuadrados.

Mf”(\/w)

Como resultado de aplicar este criterio, se obtiene:

e |la pendiente de la recta de regresién

e |a ordenada al origen
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8. Andlisis de regresion

Las féormulas de a'y b son:

Pendiente de la recta de regresién.

donde,

- r es el coeficiente de correlacion.

- S, es la desviacion estandar de y (variable dependiente);

- Sy es la desviacién estandar de x (variable independiente).
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8. Andlisis de regresion
Ordenada al origen.

a=y—bx

donde,
- ¥ es la media de y (variable dependiente).
- X es la media de x (variable independiente).

Esta ecuacién indica que la recta debe pasar por el punto (X, ¥), es
decir, por el centro de los datos.
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8. Andlisis de regresion

Para ilustrar este concepto, se trazan los mismos valores en las tres siguientes graficas:

g g 8

g g g

(3]

g e e

S S ]

3 3 3
Afios de servicio Afios de servicio Atios de servicio
en la compafifa en la compafiia en la compafifa

e Los puntos representan los valores reales de y.
e Los asteriscos, los valores predichos de y para un valor dado de x.
e La grafica de la izquierda, es la recta de minimos cuadrados.

e La grafica del medio y de la derecha son diferentes rectas trazadas con una regla.
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8. Andlisis de regresion

Calificacion de logros

Afios de servicio
en la compafiia

Esta grafica representa la recta de minimos cuadrados, la cual es la recta de mejor ajuste porque la suma
de los cuadrados de las desviaciones verticales respecto de si misma es minima.

En este grafica, el primer punto que encontramos es x = 3, y = 8 que se desvia 2 unidades de la recta,
calculada como 10 — 8.

El cuadrado de la desviacién es 4.

En este mismo grafico, la desviacién al cuadrado que se obtiene de la grafica en x = 4,y = 18 es 16.

La que se obtiene en x =5,y = 16 es 4.

La suma de las desviaciones al cuadrado es 24 (4 + 16 + 4).

Como podriamos apreciar en las otras dos gréficas, cuyas rectas se han trazado con regla, la suma de las
desviaciones verticales al cuadrado son 44 y 132, respectivamente. Estas son mayores que la recta que ha
sido trazada por el método de minimos cuadrados.
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